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摘要 本文研究带有时延和乘性量测噪音的离散时间多自主体系统的随机趋同控制.利用图论、矩阵

论和概率论中的分析工具, 将随机趋同问题转化成离散时间随机时延系统的随机稳定性问题. 通过建

立随机稳定性准则, 给出了多自主体系统达到趋同所需的关于控制增益的充分条件. 针对一阶多自主

体系统, 在平衡拓扑条件下证明对任何有界时延和任意强度的噪音, 都可以通过选取合适的控制增益

来达到均方和几乎必然强趋同. 针对二阶多自主体系统, 在无向拓扑条件下给出了均方和几乎必然趋

同的充分条件, 并证明对任意有界时延和任意强度的噪音, 都可以通过选取合适的控制增益来实现位

移分量弱趋同和速度分量强趋同. 这些结果被进一步推广到具有领导者的情形.
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1 引言

多自主体系统的分布式趋同控制近年来备受系统控制界的关注, 至今, 对精确模型下的多自主体

系统趋同控制问题的研究已日渐成熟 (参见文献 [1, 2]). 由于实际中的多自主体往往处在各种复杂的

环境中, 多自主体之间的局部信息交换不可避免地会受到各种不确定性因素的影响, 如时延和量测噪

音等, 因此, 近年来, 有大量的学者致力于带有时延或通信噪音的多自主字体系统趋同控制的研究.

时延是多自主体系统协调控制中需要考虑的一个重要因素, 已经受到了广泛关注. 针对时延诱导

的趋同控制, 许多学者提出了不同的控制算法. 文献 [1] 考虑了含有相同通信时延的一阶积分器多自

主体网络在固定和时变拓扑下的平均趋同问题,并指出只要网络拓扑在每个时刻是强连通的平衡有向

图, 那么随着时间的推移, 多自主体的状态都能够达到趋同. 文献 [3] 研究了固定和时变拓扑下仅存在



宗小峰等: 带有时延和乘性量测噪音的离散时间多自主体系统的趋同控制

传输时延的多自主体平均趋同问题,证明了只要网络是连通的,时延就不影响系统的趋同性能.文献 [4]

给出了有界时变时延和分布式时延情形下平均趋同的充分条件,并在常数时延情形下得到了平均趋同

的充要条件. 文献 [5] 研究了异构时延对多自主体系统趋同的影响. 文献 [6] 针对三种不同类型的异

构时延 (非自时延、一致的自时延和不同的自时延) 给出了线性多自主体系统集值型的趋同条件. 文

献 [7] 得到了具有通信时延的二阶多自主体系统趋同的充要条件, 并给出了趋同所需的最优时延上界.

文献 [8] 考虑了具有时变通信时延的趋同跟踪问题, 分别讨论了固定和时变网络拓扑情形, 并在固定

网络拓扑条件下, 得到了实现趋同跟踪的充要条件. 文献 [9] 讨论了具有不同的输入或通信时延的离

散时间多自主体系统趋同问题,基于频率分析方法,得到了实现渐近趋同的充分条件;并且指出当同时

存在通信和输入时延时, 达到趋同的条件只与输入时延的大小有关而与通信时延无关.

带加性噪音或者乘性噪音的多自主体系统的趋同控制是当今分布式协同控制的研究热点,其中加

性噪音诱导的趋同控制问题占据了主导地位,其目的是设计合适的控制律来克服加性噪音对多自主体

系统的影响. 对于离散时间模型, 文献 [10–13] 利用随机逼近型算法来减弱加性噪音对系统的影响, 给

出了均方趋同和几乎必然趋同的条件. 对于连续时间模型, 文献 [14] 针对带加性量测噪音的多自主体

系统在平衡拓扑条件下给出了保证均方趋同的关于控制增益的充要条件.文献 [15]给出了保证均方和

几乎必然弱趋同的充分条件和必要条件. 文献 [16, 17] 分别对于离散时间和连续时间的多自主体系统,

研究了加性噪音驱动的趋同问题. 文献 [18] 研究了加性噪音驱动的多自主体包含控制. 针对二阶积分

器型带绝对状态反馈的多自主体系统,文献 [19]给出了均方和几乎必然平均趋同的充分条件和必要条

件. 当时延和加性噪音同时存在于多自主体系统时, 文献 [20] 利用广义 Gronwall-Bellman-Halanay 不

等式研究了带平衡拓扑的多自主体系统的随机强趋同的充分条件.文献 [21]针对无向拓扑的多自主体

系统通过解耦的办法得到了随机强趋同和弱趋同的充分条件和必要条件.

乘性噪音是通信中另一类重要的不确定性因素 (参见文献 [22]). 与加性噪音不同, 这类噪音在随

机系统的几乎必然稳定性中可以起到积极的镇定作用 (参见文献 [23,24]). 至今, 带有乘性噪音的多自

主体系统的趋同分析主要局限于一阶多自主体系统. 对于连续时间的模型, 文献 [25] 研究了带绝对的

相对状态量测的乘性噪音的多自主体系统趋同控制;文献 [26]针对一般的乘性噪音给出了均方趋同的

充分条件和必要条件, 并且首次揭示了乘性噪音可以对几乎必然趋同起到积极的作用. 文献 [21] 给出

了时延和乘性噪音驱动的均方和几乎必然强趋同和弱趋同的充分条件. 对于离散时间模型, 文献 [27]

研究了带有时变拓扑多自主体系统的分布式平均趋同;文献 [28]研究了具有部分不变结构的系统的分

布式平均趋同问题. 文献 [29] 在无向图的条件下将文献 [26] 中连续时间模型推广到离散时间的情形,

并给出了均方和几乎必然趋同的充分条件.对于高阶 (包括二阶) 多自主体系统,其乘性噪音经常以退

化的形式存在, 分析这类系统的趋同问题具有一定的难度.

本文致力于带有时延和乘性噪音的离散时间多自主体系统的趋同控制研究.利用图论和矩阵论的

方法将多自主体系统转化为离散时间的随机时延方程, 其中确定性项和扩散项呈现出不同的时延. 尽

管现在已有一些工作得到了带时延的一阶随机时延方程的稳定性分析 (如文献 [30]), 但是这些结论是

基于不同的 Lyapunov 泛函得到的, 且经常以复杂的线性矩阵不等式的形式出现. 这类线性矩阵不等

式的结果一方面无法显式地给出趋同增益需要满足的关于网络和系统参数的条件,另一方面也无法确

定扩散项中的时延对稳定性的影响. 另外, 针对具有二阶动力学的多自主体系统, 对应的随机时延方

程是一个噪音退化的随机时延系统, 对于这类系统, 至今没有一个适合的随机稳定性准则. 因此, 建立

合适的随机稳定性准则是我们研究趋同控制的前提. 本文首先通过构造离散时间的退化 Lyapunov 泛

函 (连续时间的版本参见文献 [21, 31]), 建立了一个离散时间随机时延方程的均方指数稳定性和几乎

必然指数稳定性准则. 该准则一方面给出了均方和几乎必然指数稳定的充分条件, 另一方面明确说明

1618



中国科学 : 数学 第 46 卷 第 10 期

了系统的稳定性可以不受扩散项中时延的影响, 而只依赖于确定性项中的时延. 然后基于该稳定性准

则,我们得到了带有时延和乘性噪音的一阶和二阶多自主体系统实现均方和几乎必然趋同的关于系统

和控制参数的显式充分条件. 具体包括如下两个方面.

(1)一阶多自主体系统的趋同控制.针对无领导者的多自主体系统,在平衡拓扑条件下得到了均方

和几乎必然强趋同的充分条件. 该条件表明, 对任意的有界时延和噪音强度系数, 都可以选取合适的

控制增益来保证随机强趋同, 这里控制增益的选取依赖于拓扑图、确定性量测中的时延、多自主体个

数和噪音强度系数, 但并不依赖于噪音量测项中的时延. 针对有领导者的一阶多自主体系统, 证明了

如果跟随者的通信拓扑图是强连通的无向图, 则对任意有界的时延和任意强度的噪音, 都可以通过选

取充分小的趋同增益来保证均方和几乎必然领导 - 跟随趋同.

(2)二阶多自主体系统的趋同控制.针对无领导者的二阶多自主体系统,在无向拓扑下得到了位移

分量随机弱趋同以及速度分量随机强趋同的充分条件. 该条件给出了选取控制增益的新思路: 首先根

据速度量测的噪音强度系数, 确定性量测的时延和拓扑图, 选取速度分量上的控制增益; 然后根据速

度分量上的控制增益、位移量测的噪音强度系数、确定性量测的时延和拓扑图, 选择位移分量上的控

制增益. 这些结论和方法被进一步借鉴到带有领导者的情形.

本文的结构如下: 第 2 节给出系统描述, 建立离散时间随机时延系统的稳定性准则. 基于此稳定

性准则, 第 3 和 4 节分别给出一阶多自主体系统和二阶多自主体系统的均方和几乎必然趋同的充分

条件, 并证明对任意的有界时延和噪音强度, 都可以通过调节控制增益来保证多自主体系统达到趋同.

第 5 节给出二阶多自主体系统的趋同控制仿真. 第 6 节总结全文, 并给出未来的工作展望.

记号 本文将用到以下记号. N+ = {0, 1, 2, . . .}, Rn 表示 n 维 Euclid 空间. 对于给定的向量或者

矩阵 A, AT 表示它的转置, ∥A∥ 表示其 Euclid 范数. N 维矩阵 A 的特征值记为 {λ1(A), . . . , λN (A)}.
1n 表示元素为 1 的 n 维列向量. ηN,i 表示第 i 个元素为 1 而其他元素为 0 的 N 维列向量. IN 表

示 N 维单位矩阵. JN = 1
N 1N1T

N . A ⊗ B 表示矩阵 A 和 B 的 Kronecker 积. 对于 a, b ∈ R, a ∨ b 表
示 max{a, b}, 而 a ∧ b 表示 min{a, b}. 对于任意给定的对称矩阵 K, λmax(K) 和 λmin(K) 分别表示它

的最大和最小特征值. 对给定的两个对称矩阵 A 和 B, A > B (或者 A > B) 表示 A− B 是正定矩阵
(或者 A − B 是半正定矩阵). 而 A < B (或者 A 6 B) 表示 A − B 是负定矩阵 (或者 A − B 是半负
定矩阵). A > 0 (或者 A > 0) 表示 A 正定 (或半正定). (Ω,F ,P) 表示一个完备的概率空间, 其中流

{Ft}t>0 满足通常条件, 即它是递增的, 且 F0 包含所有的 P- 零集. 对于给定的随机变量或者向量 X,

EX 表示其数学期望.

2 系统描述及随机稳定性准则

考虑 N 个自主体组成的系统, 其中各自主体之间的通信关系被描述成一个网络拓扑图 G = {V,
E ,A},其中 V = {1, 2, . . . , N}是节点的集合, i表示第 i个自主体, E = {(j, i) |自主体 i能直接接收到自

主体 j 的信息} 表示有向图的边集, 而 A = [aij ] ∈ RN×N 表示图 G 的邻接矩阵, aij = 1 或者 0, 分

别表示从自主体 j 到自主体 i 是否有边. 用 Ni 表示节点 i 的邻居, 即 Ni = {j ∈ V | aij = 1}. G 的
Laplace 矩阵记为 L = D −A, 其中 D = diag(deg1, . . . ,degN ), degi =

∑N
j=1 aij 为节点 i 的度. 众所周

知, L 至少有一个零特征值, 记为 λ1 = λ1(L).
本文主要考虑一阶和二阶的多自主体系统的趋同控制. 针对一阶多自主体系统, 我们假定第 i 个

自主体状态的动力学模型为

xi(t+ 1) = xi(t) + ui(t), i = 1, 2, . . . , N, (2.1)
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其中 xi(t) ∈ Rn, ui(t) ∈ Rn 表示在 t 时刻对第 i 个自主体的控制输入. 而针对二阶多自主体系统, 假

定第 i 个自主体状态的动力学模型为

xi(t+ 1) = xi(t) + vi(t), vi(t+ 1) = vi(t) + ui(t), i = 1, 2, . . . , N, (2.2)

其中 xi(t) ∈ Rn 和 vi(t) ∈ Rn 分别表示第 i 个自主体在 t 时刻的位移状态和速度状态.

在现实的网络系统中,每个自主体从其邻居得到的相对状态量测信息经常受到噪音和时延的影响,

从而是不准确的和不及时的. 因此, 针对一阶多自主体系统, 我们假设第 i 个自主体从其邻居 j 获得

的状态量测信息具有如下形式:

zji(t) = xj(t− d1)− xi(t− d1) + f0ji(xj(t− d2)− xi(t− d2))ξ0ji(t), (2.3)

而控制输入 (或分布式协议) 设计为

ui(t) = K
∑
j∈Ni

aijzji(t), i = 1, 2, . . . , N, t ∈ N+, (2.4)

其中 d1 > 0, d2 > 0 是时延, {ξ0ji(t)}Ni,j=1 是相互独立的噪音, f0ji(·) : Rn → Rn 是对应的噪音强度函
数, K 是控制增益矩阵, 这里假定 K 是对称的. 针对二阶多自主体系统, 我们假设第 i 个自主体从其

邻居 j 获得的位移量测信息和速度量测信息如下:

z1ji(t) = xj(t− d1)− xi(t− d1) + f1ji(xj(t− d2)− xi(t− d2))ξ1ji(t),

z2ji(t) = vj(t− d1)− vi(t− d1) + f2ji(vj(t− d2)− vi(t− d2))ξ2ji(t),

而分布式协议设计为

ui(t) = k1
∑
j∈Ni

z1ji(t) + k2
∑
j∈Ni

z2ji(t), (2.5)

其中 k1 > 0, k2 > 0, ξ1ji(t) 和 ξ2ji(t) 是相互独立的噪音, f1ji(·) : Rn → Rn, f2ji(·) : Rn → Rn 是对应
的噪音强度函数. 对上述噪音及其强度函数, 我们作如下假设.

假设 2.1 噪音 {ξlji(t) ∈ R, l = 0, 1, 2, i = 1, 2, . . . , N, j ∈ Ni}是相互独立过程,满足 Eξlji(s) = 0,

E|ξlji(s)|2 = 1, E[ξlji(s)ξlji(t)] = 0, t, s > 0, t ̸= s, l = 0, 1, 2, i = 1, 2, . . . , N, j ∈ Ni.
假设 2.2 假设 flji(0) = 0, 且存在常数 σ̄l > 0, 使得对任意 x, y ∈ Rn, 都有

∥flji(x)− flji(y)∥ 6 σ̄l∥x− y∥, l = 0, 1, 2, i = 1, 2, . . . , N, j ∈ Ni.

将相应的控制输入代入一阶或者二阶动力学模型时,将会得到一个离散时间的随机系统.此时,趋

同问题转化成了如下离散时间随机时延系统的稳定性问题:

y(t+ 1) = (I +A0)y(t) +A1y(t− d1) +M(t), k = 0, 1, . . . , (2.6)

其中 A0 和 A1 是合适维数的矩阵, M(t) 是依赖状态变量 y(t− d2) 离散时间的零均值鞅, 并满足: 对

任意正定矩阵 P , 存在半正定矩阵 DP , 使得

EMT(t)PM(t) 6 EyT(t− d2)DP y(t− d2). (2.7)
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我们首先建立时延依赖的随机稳定性准则作为研究随机趋同问题的工具 (证明见附录 A).

定理 2.1 如果存在一个正定矩阵 P 使得

ΠP := (A0 +A1)
TP + P (A0 +A1) + (A0 +A1)

TP (A0 +A1)(1 + d1) +AT
1 PA1d1 +DP < 0, (2.8)

则存在正常数 C0 和 γ 使得

E∥y(t)∥2 6 C0e
−γt, lim sup

t→∞

1

t
log ∥y(t)∥ < −γ

2
, a.s.,

即离散时间随机系统 (2.6) 是均方和几乎必然指数稳定的.

注 2.1 注意这个稳定性准则并不依赖于扩散项中的时延 d2. 事实上, 针对连续时间的情形, 也

有类似的结果 (参见文献 [21]). 当 d1 = 0 时, 我们可以得到一个较简洁的随机稳定性结论, 即如果存

在一个正定矩阵 P 使得

(A0 +A1)
TP + P (A0 +A1) + (A0 +A1)

TP (A0 +A1) +DP < 0,

则离散时间系统 (2.6) 是均方和几乎必然指数稳定的.

3 一阶多自主体系统的趋同控制

3.1 无领导者的一阶多自主体系统的趋同控制

本小节考虑无领导者的一阶多自主体系统的趋同控制.把 (2.3)和 (2.4)代入 (2.1),将得到一个闭

环的带时延的随机系统, 所以需要给出一段时间的初始值 x(t) = φ(t) ∈ RnN , t = −m,−m + 1, . . . , 0,

其中 m = d1 ∨ d2. 我们对网络拓扑图有如下假设.

假设 3.1 网络拓扑图 G 为强连通的平衡图.

在该假设下, 我们用 L̂ = LT+L
2 来表示拓扑图 G 的对称化图的 Laplace 矩阵. 易知 L̂ 有一个零特

征根, 记为 λ̂1, 其他的特征根记为 0 < λ̂2 6 · · · 6 λ̂N .

注意到随机系统具有多种不同意义下的渐近行为 (参见文献 [23]). 因此, 在随机背景下将呈现出

多种意义下的趋同. 本节将讨论均方和几乎必然两种意义下的趋同问题.

定义 3.1 如果对任意的初始值 φ 和所有不同的 i, j ∈ V, 有 limt→∞ E∥xi(t)− xj(t)∥2 = 0, 则称

一阶多自主体系统 (2.1)在分布式协议 u下达到均方弱趋同.进一步,如果存在一个随机变量 x∗ ∈ Rn

使得 E∥x∗∥2 < ∞ 且 limt→∞ E∥xi(t)− x∗∥2 = 0, i = 1, 2, . . . , N , 则称一阶多自主体系统 (2.1) 在分布

式协议 u 下达到均方强趋同.

定义 3.2 如果对任意的初始值 φ 和所有不同的 i, j ∈ V, 有 limt→∞ ∥xi(t) − xj(t)∥ = 0 几乎必

然成立 (a.s.), 则称一阶多自主体系统 (2.1) 在分布式协议 u 下达到几乎必然弱趋同. 进一步, 如果存

在一个随机变量 x∗ ∈ Rn 使得 P{∥x∗∥ <∞} = 1 且 limt→∞ ∥xi(t)− x∗∥ = 0 (i = 1, 2, . . . , N), a.s., 则

称一阶多自主体系统 (2.1) 在分布式协议 u 下达到几乎必然强趋同.

在给定了分布式协议 (2.4)情形下,趋同问题的关键就在于如何选取控制增益矩阵 K 才能得到多

自主体系统的均方或者几乎必然趋同.

下述引理来自文献 [32], 并将在本文主要定理的证明中用到.
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引理 3.1 针对平衡图的 Laplace矩阵 L,存在一个矩阵 ϕ ∈ RN×(N−1) 使得矩阵 Φ = ( 1√
N
1N , ϕ)

∈ RN×N 是非奇异的, 且

Φ−1 = ΦT =

 1√
N
1T
N

ϕT

 , Φ−1LΦ =

 0 0

0 L̃

 . (3.1)

令 δ(t) = [(IN − JN ) ⊗ In]x(t), δ(t) = [δT1 (t), . . . , δ
T
N (t)]T, 其中 δi(t) ∈ Rn, i = 1, 2, . . . , N . 令 δ(t)

= (Φ⊗ In)δ̃(t), δ̃(t) = [δ̃T1 (t), . . . , δ̃
T
N (t)]T, 其中 δ̃i(t) ∈ Rn. 易知 δ̃1(t) ≡ 0. 令 δ(t) = [δ̃T2 (t), . . . , δ̃

T
N (t)]T.

定理 3.1 假定假设 2.1、2.2 和 3.1 成立. 如果

LK := (L̃T + L̃)⊗K − (L̃TL̃ ⊗K2)(1 + 2d1)−
N − 1

N
∥K∥2σ̄2

0(L̃T + L̃)⊗ In > 0,

则一阶多自主体系统 (2.1) 在分布式协议 (2.4) 下达到均方和几乎必然强趋同.

证明 把分布式协议 (2.4) 代入 (2.1), 可得

x(t+ 1) = x(t)− (L ⊗K)x(t− d1) +
N∑

i,j=1

aij(ηN,i ⊗Kf0ji(xj(t− d2)− xi(t− d2)))ξ0ji(t). (3.2)

注意到 (IN − JN )L = L = L(IN − JN ). 由 δ(t) 的定义及 (3.2) 得

δ(t+ 1) = δ(t)− (L ⊗K)δ(t− d1) +M1(t),

其中

M1(t) =

N∑
i,j=1

aij((IN − JN )ηN,i ⊗Kf0ji(xj(t− d2)− xi(t− d2)))ξ0ji(t).

再由 δ 的定义可知,

δ(t+ 1) = δ(t)− (L̃ ⊗K)δ(t− d1) +M2(t), (3.3)

其中

M2(t) =
N∑

i,j=1

aij [ϕ
T(IN − JN )ηN,i ⊗ (Kf0ji(δj(t− d2)− δi(t− d2))]ξ0ji(t).

注意到 (IN − JN )2 = IN − JN , ϕϕT = IN − JN ,

[ϕT(IN − JN )ηN,i]
TϕT(IN − JN )ηN,i = ηTN,i(IN − JN )ηN,i =

N − 1

N
. (3.4)

由此及假设 2.1 和 2.2 可得

E∥M2(t)∥2 6 ∥K∥2σ̄2
0

N − 1

N
E

N∑
i,j=1

aij∥δj(t− d2)− δi(t− d2)∥2.

注意到 G 是平衡图, 由平衡图的 Laplace 矩阵的性质 (参见文献 [1]) 以及 δ(t) 的定义可知,

N∑
i,j=1

aij∥δj(t)− δi(t)∥2 = δT(t)((LT + L)⊗ In)δ(t) = δ
T
(t)((L̃T + L̃)⊗ In)δ(t). (3.5)
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因此,

E∥M2(t)∥2 6 ∥K∥2σ̄2
0

N − 1

N
EδT(t− d2)((L̃T + L̃)⊗ In)δ(t− d2).

由定理 2.1, 并取 P = In(N−1) 可知, 如果矩阵 LK > 0, 则存在常数 C0, γ > 0 使得

E∥δ(t)∥2 6 C0e
−γt, lim sup

t→∞

1

t
log ∥δ(t)∥ < −γ

2
, a.s. (3.6)

再由 δ(t) 和 δ(t) 的定义知, limt→∞ E∥xi(t) − xj(t)∥2 = 0 且 limt→∞ ∥xi(t) − xj(t)∥2 = 0, a.s., 即均方

和几乎必然弱趋同成立. 注意到 1T
NL = 0, 由 (3.2) 可得

1

N

N∑
j=1

xj(t) =
1

N

N∑
j=1

xj(0) +
1

N
M3(t), (3.7)

其中 M3(t) =
∑N
i,j=1 aijK

∑t−1
s=0 f0ji(xj(s− d2)− xi(s− d2))ξ0ji(s). 由假设 2.1、2.2、3.1、(3.5)和 (3.6)

可得

E∥M3(t)∥2 6 σ̄2
0∥K∥2

t−1∑
s=0

N∑
i,j=1

aijE∥xj(s− d2)− xi(s− d2)∥2

6 2σ̄2
0∥K∥2λ̂N

( −1∑
s=−d2

E∥δ(t)∥2 + C0

∞∑
s=0

e−γs
)
<∞.

根据鞅收敛定理
[33]

可知, M3(t) 均方和几乎必然收敛到一个随机变量, 记为 M3(∞). 令

x∗ =
1

N

N∑
j=1

xj(0) +
1

N
M3(∞), (3.8)

则有

lim
t→∞

E∥xi(t)− x∗∥2 6 2 lim
t→∞

E
∥∥∥∥xi(t)− 1

N

N∑
j=1

xj(t)

∥∥∥∥2 + 2 lim
t→∞

E
∥∥∥∥x∗ − 1

N

N∑
j=1

xj(t)

∥∥∥∥2 = 0,

lim
t→∞

∥xi(t)− x∗∥ 6 lim
t→∞

∥∥∥∥xi(t)− 1

N

N∑
j=1

xj(t)

∥∥∥∥+ lim
t→∞

∥∥∥∥x∗ − 1

N

N∑
j=1

xj(t)

∥∥∥∥ = 0, a.s.,

其中我们用到了 xi(t)− 1
N

∑N
j=1 xj(t) =

1
N

∑N
j=1(xi(t)−xj(t)). 因此,均方和几乎必然强趋同成立.

注 3.1 容易看出, M3(∞) 是零均值的随机变量, 即 EM3(∞) = 0, 从而结合 (3.8) 可知,

Ex∗ =
1

N

N∑
j=1

xj(0).

因此, 上述结论在平衡图的假设下实际上得到了均方和几乎必然的平均趋同 (参见文献 [14, 21]).

若取 K = kIn, 则可以给出显式的关于控制和系统参数的条件来保证均方和几乎必然强趋同.

推论 3.1 假定假设 2.1、2.2 和 3.1 成立, 且 K = kIn. 如果

k <
2λ̂2

(1 + 2d1)λmax(LTL) + 2N−1
N σ̄2

0λ̂2
, (3.9)
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则一阶多自主体系统 (2.1) 在分布式协议 (2.4) 下达到均方和几乎必然强趋同.

证明 注意到 (3.9) 暗示着 1− N−1
N kσ̄2

0 > 0. 根据 LK 的定义可得

LK = k

[
(L̃T + L̃)

(
1− N − 1

N
kσ̄2

0

)
− kL̃TL̃(1 + 2d1)

]
⊗ In

> k

[
λmin(L̃T + L̃)

(
1− N − 1

N
kσ̄2

0

)
− kλmax(L̃TL̃)(1 + 2d1)

]
⊗ In.

由 L̃的定义可知, λmin(L̃T + L̃) = 2λ̂2, λmax(L̃TL̃) = λmax(LTL). 所以,如果 k 满足条件 (3.9),则矩阵

LK > 0. 从而由定理 3.1 知均方和几乎必然强趋同成立.

特别地, 针对无向图, 我们有如下推论.

推论 3.2 假定假设 2.1 和 2.2 成立, 拓扑图 G 是连通的无向图且 K = kIn. 如果

k <
2λ2

(1 + 2d1)λ2N + 2N−1
N σ̄2

0λ2
,

则多自主体系统在分布式协议 (2.4) 下达到均方和几乎必然强趋同, 其中 λ2 和 λN 分别是 L 的最小
和最大非零特征值.

3.2 带有领导者的一阶多自主体系统的趋同控制

本小节将研究带有领导者的情形. 考虑一个包含 N+1个自主体的系统,不妨标记为 0, 1, 2, . . . , N ,

其中 0表示领导者,其余的表示跟随者. 考虑到领导者传递到跟随者的信息流,我们引入一个有向拓扑

图 G̃ = {Ṽ, Ã}来描述领导者与跟随者以及跟随者与跟随者之间的通信关系,其中 Ṽ = {0, 1, 2, . . . , N},

Ã =

 0 0N×N

a0 A

 ∈ R(N+1)×(N+1), (3.10)

A = [aij ] ∈ RN×N , a0 = [a10, . . . , aN0]
T. 若 0 ∈ Ni, 则 ai0 = 1, 否则 ai0 = 0. 令 b = diag(a10, . . . , aN0).

用 G = (V,A) 来表示 N 个跟随者形成的子图, 其中 V = Ṽ \ {0}. 记 Lb = L+ b, 其中 L 是子图 G 的
Laplace 矩阵. 这里假设该子图是无向图.

假设 3.2 假定有向拓扑图 G̃ 含有一颗生成树, 且其子图 G 是无向图.

易知在假设 3.2 下, Lb 是一个正定矩阵 (参见文献 [34]), 因而存在一个正交矩阵 Φ 使得 ΦTLbΦ
= Λb, 其中 Λb = diag(λ1b, . . . , λNb), 0 < λ1b 6 · · · 6 λNb.

一般来讲, 领导者的行为是独立于跟随者的信息. 这里, 我们用 x0(t) 来表示领导者的状态, 并假

定其是固定常数 x0(t) = x0. 针对跟随者 i, 我们假定其状态满足方程 (2.1), 而控制输入 ui(t) 由 (2.4)

定义. 注意, 这里的控制输入 ui(t) 与上一节有本质的不同, 因为对于每个自主体 i, 其邻居 Ni 有可能

包含了领导者 0.

研究带有领导者的多自主体系统的目的在于分析如何选择控制增益来使得跟随者的状态能够趋

同于领导者的状态, 称为领导 - 跟随趋同.

定义 3.3 如果对任意跟随者的初始值 φ 和 i ∈ V, 都有 limt→∞ E∥xi(t) − x0(t)∥2 = 0 (或者

limt→∞ ∥xi(t) − x0(t)∥ = 0, a.s.), 则称带领导者的一阶多自主体系统在协议 u 下达到均方 (或几乎必

然) 领导 - 跟随趋同.

定理 3.2 假定假设 2.1、2.2 和 3.2 成立. 如果
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LK = 2Lb ⊗K − (L2
b ⊗K2)(1 + 2d1)− ∥K∥2σ̄2

0(2L+ b)⊗ In > 0,

则带领导者的一阶多自主体系统在协议 (2.4) 下达到均方和几乎必然领导 - 跟随趋同.

证明 注意到分布式协议 (2.4) 中含有领导者的信息, 因此, 把分布式协议 (2.4) 代入 (2.1) 可得

x(t+ 1) = x(t)− (Lb ⊗K)x(t− d1) + (b⊗K)(1N ⊗ x0) + M̂1(t), (3.11)

其中 M̂1(t) =
∑N
i=1

∑N
j=0 aij(ηN,i⊗Kf0ji(xj(t−d2)−xi(t−d2)))ξ0ji(t). 令 δi(t) = xi(t)−x0, i = 1, . . . , N ,

δ(t) = [δT1 (t), . . . , δ
T
N (t)]T. 注意到 L1N = 0, 由 (3.11) 可得

δ(t+ 1) = δ(t)− (Lb ⊗K)δ(t− d1) + M̂2(t),

其中 M̂2(t) =
∑N
i=1

∑N
j=0 aij(ηN,i⊗Kf0ji(δj(t− d2)− δi(t− d2)))ξ0ji(t). 由此以及假设 2.1和 2.2可得

E∥M̂2(t)∥2 6 ∥K∥2σ̄2
0E

N∑
i=1

N∑
j=0

aij∥δj(t− d2)− δi(t− d2)∥2

6 ∥K∥2σ̄2
0δ

T(t− d2)[(2L+ b)⊗ In]δ(t− d2), (3.12)

这里, 我们用到了无向图 Laplace 矩阵的性质 (3.5). 因此, 由定理 2.1, 并取 P = In(N−1) 可知, 如果矩

阵 LK > 0, 则存在常数 C0, γ > 0 使得

E∥δ(t)∥2 < C0e
−γt, lim sup

t→∞

1

t
log ∥δ(t)∥ < −γ

2
, a.s.

再由 δ(t)的定义知, limt→∞ E∥xi(t)− x0∥2 = 0且 limt→∞ ∥xi(t)− x0∥2 = 0, a.s., 即均方和几乎必然领

导 - 跟随趋同成立.

推论 3.3 假定假设 2.1、2.2 和 3.2 成立, 且 K = kIn. 如果

k <
2λ1b

(1 + 2d1)λ2Nb + 2σ̄2
0λ1b

, (3.13)

则带领导者的一阶多自主体系统在分布式协议 (2.4) 下达到均方和几乎必然领导 - 跟随趋同.

证明 我们把不等式 (3.12) 进一步放大, 可得

E∥M̂2(t)∥2 6 2∥K∥2σ̄2
0δ

T(t− d2)(Lb ⊗ In)δ(t− d2),

因此,为实现均方和几乎必然领导 -跟随趋同,只需要 LK := 2Lb⊗K−(L2
b⊗K2)(1+2d1)−2∥K∥2σ̄2

0(Lb
⊗ In) > 0. 令 K = kIn, 可知 LK > 0 是条件 (3.13) 的直接结论. 证毕.

4 二阶多自主体系统的趋同控制

4.1 无领导者的二阶多自主体系统的趋同控制

本小节考虑无领导者的二阶多自主体系统, 并对网络拓扑图 G 作如下假设.

假设 4.1 网络拓扑图 G 是一个强连通的无向图.

与一阶多自主体系统不同, 二阶多自主体系统的趋同控制是对速度进行控制, 而对于位移没有直

接加控制输入. 这使得位移分量上一般只能达到弱趋同. 针对二阶多自主体系统的趋同, 我们对位移

和速度这两个不同的分量沿用一阶多自主体系统关于强、弱趋同的定义.
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记 x(t) = [xT1 (t), . . . , x
T
N (t)]T 和 v(t) = [vT1 (t), . . . , v

T
N (t)]T. 定义 δg(t) = (IN − JN )g(t), g = x, v

和 δ(t) = [δTx (t), δ
T
v (t)]

T. 令 δg(t) = [δTg1(t), . . . , δ
T
gN (t)]T, 其中 δgi(t) ∈ Rn, i = 1, 2, . . . , N . 根据连

通无向图的 Laplace 矩阵的性质, 我们定义一个单位正交矩阵 Φ = [ 1N√
N
, ϕ2, . . . , ϕN ], 其中 ϕi 是 L

的、关于特征值 λi(L) 的单位特征向量, 即 ϕTi L = λi(L)ϕTi , ∥ϕi∥ = 1, i = 2, . . . , N . 令 ϕ = [ϕ2,

. . . , ϕN ], Λ = diag(λ2, . . . , λN ), 其中 λi = λi(L), 0 < λ2 6 · · · 6 λN . 令 δq(t) = (Φ ⊗ In)δ̃q(t), δ̃q(t)
= [δ̃Tq1(t), . . . , δ̃

T
qN (t)]T, 容易验证 δ̃q1(t) ≡ 0. 记 δq(t) = [δ̃Tq2(t), . . . , δ̃

T
qN (t)]T, q = x, v, 而 δ(t) = [δ

T

x (t),

δ
T

v (t)]
T. 定义 ϕ(i) = ϕT(IN − JN )ηN,i, L = L0 + L1, 其中

L0 =

 0 IN−1

0 0

 , L1 =

 0 0

−k1Λ −k2Λ

 .
定理 4.1 假定假设 2.1、2.2 和 4.1 成立. 如果

k1

[(
σ̄2
1

N − 1

N
+ λN (1 + 2d1)

)
(2 + k1(1 + d1)

2λN ) + λ2(1 + d1)

]
< 2k2

[(
1− k2σ̄2

2

N − 1

N

)
λ2 − k2λ2N (1 + 2d1)

]
, (4.1)

则二阶多自主体系统 (2.2) 在分布式协议 (2.5) 下, 位移分量达到均方和几乎必然弱趋同, 而速度分量

达到均方和几乎必然强趋同.

证明 将协议 (2.5) 代入系统 (2.2) 可得

v(t+ 1) = v(t)− k1(L ⊗ In)x(t− d1)− k2(L ⊗ In)v(t− d1) + M̄(t), (4.2)

其中

M̄(t) = k1

N∑
i,j=1

aij(ηN,i ⊗ f1ji(xj(t− d2)− xi(t− d2)))ξ1ji(t)

+ k2

N∑
i,j=1

aij(ηN,i ⊗ f2ji(vj(t− d2)− vi(t− d2)))ξ2ji(t).

根据 δq(t) 的定义知,δx(t+ 1) = δx(t) + δv(t),

δv(t+ 1) = δv(t)− k1(Λ⊗ In)δx(t− d1)− k2(Λ⊗ In)δv(t− d1) + M̄1(t) + M̄2(t),

其中

M̄1(t) = k1

N∑
i,j=1

aij(ϕ(i)⊗ f1ji(δxj(t− d2)− δxi(t− d2)))ξ1ji(s),

M̄2(t) = k2

N∑
i,j=1

aij(ϕ(i)⊗ f2ji(δvj(t− d2)− δvi(t− d2)))ξ2ji(t).

再由 δ 的定义可得

δ(t+ 1) = δ(t) + (L0 ⊗ In)δ(t) + (L1 ⊗ In)δ(t− d1) + M̄3(t) + M̄4(t), (4.3)
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其中

M̄3(t) = k1

N∑
i,j=1

aijB1ij(t)ξ1ji(t), M̄4(t) = k2

N∑
i,j=1

aijB2ij(t)ξ2ji(t),

B1ij(t) = [0, bT1ij(t)]
T, b1ij(t) = ϕ(i)⊗ f1ji(δxj(t− d2)− δxi(t− d2)),

B2ij(t) = [0, bT2ij(t)]
T, b2ij(t) = ϕ(i)⊗ f2ji(δvj(t− d2)− δvi(t− d2)).

由无向图的 Laplace 矩阵的性质 (参见文献 [1]) 可知,

1

2

N∑
i,j=1

aij∥δqj(t)− δqi(t)∥2 = δTq (t)(L ⊗ In)δq(t) = δ
T

q (t)(Λ⊗ In)δq(t), q = x, v. (4.4)

令 P = P̄ ⊗ In, 其中

P̄ =

 µΛ θIN−1

θIN−1 IN−1

 , (4.5)

µ, θ > 0 待定, 则由假设 2.1、2.2 和 (4.4) 可得

EM̄T
3 (t)PM̄3(t) = k21E

N∑
i,j=1

aij∥b1ij(t)∥2

6 k21σ̄
2
1

N − 1

N

N∑
i,j=1

aijE∥δxj(t− d2)− δxi(t− d2)∥2

= 2k21σ̄
2
1

N − 1

N
EδTx (t− d2)(Λ⊗ In)δx(t− d2). (4.6)

类似地, 我们可以得到

EM̄T
4 (t)PM̄4(t) 6 2k22σ̄

2
2

N − 1

N
EδTv (t− d2)(Λ⊗ In)δv(t− d2). (4.7)

令 M̄34(t) = M̄3 + M̄4. 结合 (4.6) 和 (4.7) 可得

EM̄T
34(t)PM̄34(t) 6 EδT(t− d2)(D ⊗ In)δ(t− d2),

其中

D =

 2k21σ̄
2
1
N−1
N Λ 0

0 2k22σ̄
2
2
N−1
N Λ

 .
由定理 2.1 知, 为了保证方程 (4.3) 的均方指数稳定性, 只需要

S := LTP̄ + P̄L+ LTP̄L(1 + d1) + LT
1 P̄L1d1 +D < 0. (4.8)

接下来, 我们选取 µ 和 θ 来保证 P > 0 且 S < 0. 通过直接计算可知,

LTP̄ + P̄L =

 −2k1θΛ (µ− k1 − k2θ)Λ

(µ− k1 − k2θ)Λ 2(θIN−1 − k2Λ)

 ,
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LTP̄L =

 k21Λ
2 −k1θΛ + k1k2Λ

2

−k1θΛ + k1k2Λ
2 µΛ− 2k2θΛ + k22Λ

2

 ,
且

LT
1 P̄L1 =

 k21Λ
2 k1k2Λ

2

k1k2Λ
2 k22Λ

2

 .
选取 µ = k1 + θk2 + k1θ(1 + d1). 令 s11(θ) = −2k1θΛ+ k21Λ

2(1 + 2d1) + 2k21σ̄
2
1
N−1
N Λ, s22(θ) = 2(θIN−1

− k2Λ) + [k1 − k2θ + k1θ(1 + d1)]Λ(1 + d1) + k22Λ
2(1 + 2d1) + 2k22σ̄

2
2
N−1
N Λ, 则

S =

 s11(θ) k1k2Λ
2(1 + 2d1)

k1k2Λ
2(1 + 2d1) s22(θ)

 6

 S11(θ) 0

0 S22(θ)

 ,
其中 S11(θ) = s11(θ) + k21Λ

2(1 + 2d1), S22(θ) = s22(θ) + k22Λ
2(1 + 2d1). 因此, 为了保证 S < 0, 只需要

S11(θ) < 0, S22(θ) < 0. 容易验证, 当 θ > θ1 := k1σ̄
2
1
N−1
N + k1λN (1 + 2d1) 时, S11(θ) < 0; 当 θ < θ2 时,

S22(θ) < 0, 其中

θ2 =
[2k2 − 2k2σ̄

2
2
N−1
N − k1(1 + d1)]λ2 − 2k22λ

2
N (1 + 2d1)

2 + k1(1 + d1)2λN
.

注意到条件 (4.1) 意味着 θ1 < θ2. 所以, 选取 µ = k1 + θk2 + k1θ(1 + d1) 和 θ ∈ (θ1, θ2), 则可使 S < 0.

接下来将证明这种选取也能保证 P 是正定的. 易知, P 是正定的当且仅当 θ2 < µλ2. 这需要一元二次

方程 θ2 − [k2 + k1(1 + d1)]λ2θ − k1λ2 = 0 有正根. 事实上, 我们可以算出该一元二次方程的正根为

θ∗ :=
[k2 + k1(1 + d1)]λ2 +

√
[k2 + k1(1 + d1)]2λ22 + 4k1λ2
2

.

容易验证 θ2 < θ∗. 所以选取 θ ∈ (θ1, θ2) 保证了 P 的正定性. 因此, 利用定理 2.1 可知, 存在正常数

C0, γ > 0 使得

E∥δ(t)∥2 6 C0e
−γt, lim sup

t→∞

1

t
log ∥δ(t)∥ < −γ

2
, a.s. (4.9)

再根据本节 δ(t) 的定义可知, 二阶多自主体系统在分布式协议 (2.5) 下, 位移和速度分量达到均方和

几乎必然弱趋同.

接下来, 我们需要证明多自主体系统在分布式协议 (2.5) 下速度分量达到均方和几乎必然强趋同.

由 (4.2) 以及 Laplace 矩阵 L 的性质可得

1

N

N∑
j=1

vj(t+ 1) =
1

N

N∑
j=1

vj(t) +
1

N
M̄5(t) =

1

N

N∑
j=1

vj(0) +
1

N

t∑
s=0

M̄5(s),

其中 M̄5(t) = k1
∑N
i,j=1 aijf1ji(xj(t−d2)−xi(t−d2))ξ1ji(t)+k2

∑N
i,j=1 aijf2ji(vj(t−d2)−vi(t−d2))ξ2ji(t).

易知 M̄6(t) :=
∑t
s=0 M̄5(s) 是一个离散时间的零均值鞅, 并且对其二阶距有如下估计:

E∥M̄6(t)∥2 = k21

t∑
s=0

N∑
i,j=1

aijE∥f1ji(xj(s− d2)− xi(s− d2))∥2

+ k22

t∑
s=0

N∑
i,j=1

aijE∥f2ji(vj(s− d2)− vi(s− d2))∥2
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6 k21σ̄
2
1E

t∑
s=0

δ
T

x (s− d2)(Λ⊗ In)δx(s− d2)

+ k22σ̄
2
2E

t∑
s=0

δ
T

v (s− d2)(Λ⊗ In)δv(s− d2)

6 (k21σ̄
2
1 + k22σ̄

2
2)λN

∞∑
s=0

E∥δ(s− d2)∥2 <∞,

这里用到了假设 2.1、2.2、Laplace 矩阵性质、(4.4) 和 (4.9). 因此, 利用定理 3.1 的证明技巧, 可以得

到二阶多自主体系统的速度分量达到了均方和几乎必然强趋同.

注 4.1 定理 4.1 表明, 对任意的时延 d1 和 d2, 我们都可以通过设计控制增益 k1 和 k2 来使

得多自主体系统达到均方和几乎必然趋同. 事实上, 对任意给定的 d1 和 d2, 我们首先选取 k2 使得

k2 <
λ2

(1+2d1)λ2
N+σ̄2

2
N−1
N λ2

. 此时, 我们可以得到 p1 := 2k2[(1 − k2σ̄2
2
N−1
N )λ2 − k2λ2N (1 + 2d1)] > 0. 再选

取 k1 使得 k1p2(k1) < p1, 其中 p2(k1) = (σ̄2
1
N−1
N + λN (1 + 2d1))(2 + k1(1 + d1)

2λN ) + λ2(1 + d1). 进而,

条件 (4.1) 成立. 另外, 由于条件 (4.1) 不涉及时延 d2, 因此, 只需根据关于 d1 的条件 (4.1) 来设计控

制增益.

推论 4.1 假定假设 2.1、2.2 和 4.1 成立, 且 d1 = 0. 如果

k1

[(
σ̄2
1

N − 1

N
+ λN

)
(2 + k1λN ) + λ2

]
< 2k2

[(
1− k2σ̄2

2

N − 1

N

)
λ2 − k2λ2N

]
,

则二阶多自主体系统在分布式协议 (2.5)下,位移分量达到均方和几乎必然弱趋同,而速度分量达到均

方和几乎必然强趋同.

针对二阶的多自主体系统的趋同控制,我们只得到了无向图情形下的趋同分析.针对平衡图,或者

一般的有向图, 如何给出显式的关于控制增益的条件来保证随机趋同是一个更困难的问题, 即使是对

非时延的情形, 至今没有文献涉及. 我们的研究方法可以应用于一些具有特殊拓扑结构的多自主体系

统的趋同分析, 如下一小节所考虑的带有领导者的二阶多自主体系统.

4.2 带有领导者的二阶多自主体系统的趋同控制

本小节研究带有领导者的二阶多自主体系统的趋同控制问题. 假设领导者 0 的位移分量 x0(t) 满

足方程

x0(t+ 1) = x0(t) + v0, (4.10)

其中 v0 表示领导者的速度,并假定它是一个常数. 针对跟随者 i,我们假定其状态满足形式 (2.2),而控

制输入 ui(t) 由 (2.5) 定义. 同样地, 控制输入 ui(t) 中包含了领导者的信息, 因为对于每个多自主体 i,

其邻居 Ni 有可能包含了领导者 0. 对于二阶多自主体系统的领导 -跟随趋同的定义可以根据定义 3.3

分别针对位移分量和速度分量来定义, 为了避免重复, 这里省略. 令 L = L̄0 + L1b, 其中

L̄0 =

 0 IN

0 0

 , L1b =

 0 0

−k1Λb −k2Λb

 .
定理 4.2 假定假设 2.1、2.2 和 3.2 成立. 如果

k1[(σ̄
2
1 + λNb(1 + 2d1))(2 + k1(1 + d1)

2λNb) + λ1b(1 + d1)]
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< 2k2[(1− k2σ̄2
2)λ1b − k2λ2Nb(1 + 2d1)],

则带领导者的二阶多自主体系统在分布式协议 (2.5) 下达到均方和几乎必然领导 - 跟随趋同.

证明 考虑到领导者的存在, 把协议 (2.5) 代入 (2.2) 可得

v(t+ 1) = v(t)− k1(Lb ⊗ In)x(t− d1)− k2(Lb ⊗ In)v(t− d1) + M̃1(t),

其中

M̃1(t) = k1

N∑
i=1

N∑
j=0

aij(ηN,i ⊗ f1ji(xj(t− d2)− xi(t− d2)))ξ1ji(t)

+ k2

N∑
i=1

N∑
j=0

aij(ηN,i ⊗ f2ji(vj(t− d2)− vi(t− d2)))ξ2ji(t).

令 δxi(t) = xi(t)−x0(t), δvi(t) = vi(t)−v0, i = 1, . . . , N ,记 δq(t) = [δTq1(t), . . . , δ
T
qN (t)]T, δq(t) = ΦTδq(t),

q = x, v, 则易知, δx(t+ 1) = δx(t) + δv(t), 且

δv(t+ 1) = δv(t)− k1(Λb ⊗ In)δx(t− d1)− k2(Λb ⊗ In)δv(t− d1) + M̃2(t) + M̃3(t),

其中

M̃2(t) = k1

N∑
i=1

N∑
j=0

aij(Φ
TηN,i ⊗ f1ji(δxj(t− d2)− δxi(t− d2)))ξ1ji(s),

M̃3(t) = k2

N∑
i=1

N∑
j=0

aij(Φ
TηN,i ⊗ f2ji(δvj(t− d2)− δvi(t− d2)))ξ2ji(t).

令 δ(t) = [δ
T

x (t), δ
T

v (t)]
T, 则

δ(t+ 1) = δ(t) + (L̄0 ⊗ In)δ(t) + (L1b ⊗ In)δ(t− d1) + M̃4(t) + M̃5(t),

其中 M̃3(t) = k1
∑N
i=1

∑N
j=0 aijB̄1ij(t)ξ1ji(t), M̃4(t) = k2

∑N
i=1

∑N
j=0 aijB̄2ij(t)ξ2ji(t), B̄1ij(t) = [0,

b̄T1ij(t)]
T, b̄1ij(t) = ΦTηN,i ⊗ f1ji(δxj(t − d2) − δxi(t − d2))), B̄2ij(t) = [0, b̄T2ij(t)]

T, b̄2ij(t) = ΦTηN,i

⊗ f2ji(δvj(t−d2)−δvi(t−d2)). 令 P = P̄⊗In,其中 P̄ = [ µΛb θINθIN IN
], µ, θ > 0待定. 注意到 [ΦTηN,i]

TΦTηN,i

= 1. 由无向图的 Laplace 矩阵的性质 (4.4) 可得

EM̃T
4 (t)PM̃4(t) = k21

N∑
i=1

N∑
j=0

aij∥b̄1ij(t)∥2

6 k21σ̄
2
1

N∑
i=1

N∑
j=0

aij∥δxj(t− d2)− δxi(t− d2)∥2

= k21σ̄
2
1δ

T
x (t− d2)[(2L+ b)⊗ In]δx(t− d2)

6 2k21σ̄
2
1δ

T

x (t− d2)(Λb ⊗ In)δx(t− d2).

类似地,

EM̃T
5 (t)PM̃5(t) 6 2k22σ̄

2
2δ

T

v (t− d2)(Λb ⊗ In)δv(t− d2).
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利用类似于定理 4.1 的证明方式, 即可得到所要结论.

如下推论是定理 4.2 在 d1 = 0 情形下的直接结果.

推论 4.2 假定假设 2.1、2.2 和 3.2 成立, 且 d1 = 0. 如果

k1[(σ̄
2
1 + λNb)(2 + k1λNb) + λ1b] < 2k2[(1− k2σ̄2

2)λ1b − k2λ2Nb],

则带领导者的二阶多自主体系统在分布式协议 (2.5) 下达到均方和几乎必然领导 - 跟随趋同.

5 仿真

考虑四个二阶自主体构成的系统,其通信拓扑图为 G = {V, E ,A},其中 V = {1, 2, 3, 4}, E = {(1, 2),
(2, 3), (3, 4), (4, 3), (3, 2), (2, 1), (2, 4), (4, 2)}, A = [aij ]4×4, a12 = a21 = a23 = a32 = a34 = a43 = a42

= a24 = 1, 其他元素为 0. 容易计算 λ2 = 1, λ3 = 3, λ4 = 4. 假设时延 d1 = 1, d2 = 2, 初始值为

x(t) = [−1,−6.5,−2,−5]T, v(t) = [2.5, 2.2,−4,−5.2]T, t = −2,−1, 0. 另外, 噪音强度函数为 f1ji(x)

= σ1jix = 1.5x, f2ji(x) = σ2jix = 2.5x, i, j = 1, 2, 3, 4. 根据定理 4.1 (或者注 4.1), 我们选取

0.011 = k2 < k∗2 :=
λ2

(1 + 2d1)λ2N + σ̄2
2
N−1
N λ2

≈ 0.019.

另外, 可以计算 p1 := 2k2[(1− k2σ̄2
2
N−1
N )λ2 − k2λ2N (1 + 2d1)] = 0.0092. 选取 k1 = 0.0003, 则

p2(k1) :=

(
σ̄2
1

N − 1

N
+ λN (1 + 2d1)

)
(2 + k1(1 + d1)

2λN ) + λ2(1 + d1) = 29.44.

容易得到 0.0088 ≈ k1p2(k1) < p1. 条件 (4.1) 成立, 即该二阶多自主体系统会达到均方和几乎必然趋

同. 针对几乎必然趋同的仿真, 我们考虑一条样本的轨道, 仿真见图 1. 该图同时反映了速度分量达

到了几乎必然强趋同. 为了得到均方趋同的仿真, 我们考虑 {xi(t) − x1(t)}i=2,3,4 的均方渐近行为. 取

7× 103 个随机的样本, 并取均方平均, 可得均方趋同的仿真, 见图 2.
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图 1 几乎必然趋同仿真: d1 = 1, d2 = 2, k1 = 3× 10−4, k2 = 0.011
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图 2 均方趋同仿真: d1 = 1, d2 = 2, k1 = 3× 10−4, k2 = 0.011

6 总结与展望

本文基于离散时间系统的随机稳定性理论,研究了带有乘性噪音和时延的离散时间多自主体系统

的随机趋同控制, 揭示了控制增益的选取与时延、噪音强度系数以及网络拓扑的依赖关系. 这里建立

的关于离散时间随机时延方程的随机指数稳定性准则是研究趋同控制问题的前提. 在未来的工作中,

我们将进一步发展随机稳定性理论, 应用于复杂但更切合实际的网络系统的协调控制. 这些复杂的网

络系统包括带有各种时延 (如文献 [4–6]中的时延)和量测噪音的二阶多自主体系统、位移量测和速度

量测带有不同时延和量测噪音的二阶多自主体系统,以及带有不同时延和量测噪音的一般线性多自主

体系统等.
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附录 A

定理 2.1 的证明 令 z(t) = y(t) +
∑t−1
j=t−d1 A1y(j), 则易知

z(t+ 1) = z(t) +Ay(t) +M(t), (A.1)

其中 A = A0 +A1. 选取退化的 Lyapunov 泛函

V (t) = V1(t) + V2(t),

其中 V1(t) = zT(t)Pz(t), V2(t) =
∑−1
s=−d1

∑t−1
j=t+s y(j)

TAT
1 PA1y(j). 利用 (A.1) 可知,

V1(t+ 1) = zT(t)Pz(t) + yT(t)[ATP + PA+ATPA]y(t)

+ 2yT(t)ATP

t−1∑
j=t−d1

A1y(j) +MT(t)PM(t) +M1(t),

其中 M1(t) = 2(z(t) +Ay(t))TM(t). 注意到( t−1∑
j=t−d1

A1y(j)

)T

P

( t−1∑
j=t−d1

A1y(j)

)
6 d1

t−1∑
j=t−d1

y(j)TAT
1 PA1y(j).

利用基本不等式 2xTy 6 ε∥x∥2 + 1
ε∥y∥

2, ε > 0, 我们得到

2yT(t)ATP
t−1∑

j=t−d1

A1y(j) 6 d1y
T(t)ATPAy(t) +

1

d1

( t−1∑
j=t−d1

A1y(j)

)T

P

( t−1∑
j=t−d1

A1y(j)

)

6 d1y
T(t)ATPAy(t) +

t−1∑
j=t−d1

y(j)TAT
1 PA1y(j).

而针对 V2(t), 我们有

V2(t+ 1) = V2(t) + d1y
T(t)AT

1 PA1y(t)−
t−1∑

j=t−d1

y(j)TAT
1 PA1y(j).

综合上述估计, 我们有

V (t+ 1) 6 V (t) + yT(t)P1y(t) +MT(t)PM(t) +M1(t),

其中 P1 = ATP + PA+ATPA(1 + d1) +AT
1 PA1d1. 利用 EM1(t) = 0 和 (2.7), 可得

EV (t+ 1) 6 EV (t) + EyT(t)P1y(t) + EyT(t− d2)DP y(t− d2).
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对任意常数 S > 1, 我们有

St+1EV (t+ 1)− StEV (t) 6 (St+1 − St)EV (t) + St+1EyT(t)P1y(t) + St+1EyT(t− d2)DP y(t− d2).

因而,

St+1EV (t+ 1) 6 EV (0) +

t∑
s=0

(Ss+1 − Ss)EV (s) +

t∑
s=0

Ss+1EyT(s)P1y(s)

+
t∑

s=0

Ss+1EyT(s− d2)DP y(s− d2).

注意到

t∑
s=0

Ss+1yT(s− d2)DP y(s− d2) 6 Sd2
−1∑

s=−d2

Ss+1yT(s)DP y(s) + Sd2
t∑

s=0

Ss+1yT(s)DP y(s).

因此,

St+1EV (t+ 1) 6 C0(S) +
t∑

s=0

(Ss+1 − Ss)EV (s) +
t∑

s=0

Ss+1EyT(s)P2(S)y(s), (A.2)

其中 C0(S) = EV (0) + Sd2E
∑−1
s=−d2 y

T(s)DP y(s), P2(S) = P1 + Sd2DP . 由 V (t) 的定义可知,

EV (t) 6 2∥P∥E∥y(t)∥2 + 3d1∥A1∥2∥P∥
t−1∑

j=t−d1

E∥y(j)∥2.

将上式代入 (A.2) 得

St+1EV (t+ 1) 6 C0(S) + 2(1− S−1)∥P∥
t∑

s=0

Ss+1E∥y(s)∥2 +
t∑

s=0

Ss+1EyT(s)P2(S)y(s)

+ 3d1∥A1∥2∥P∥(1− S−1)
t∑

s=0

Ss+1
s−1∑

j=s−d1

E∥y(j)∥2. (A.3)

注意到

t∑
s=0

Ss+1
s−1∑

j=s−d1

E∥y(j)∥2 6
−1∑

j=−d1

E∥y(j)∥2
j+d1∑
s=0

Ss+1 +

t−1∑
j=0

E∥y(j)∥2
j+d1∑
s=j+1

Ss+1

6 d1S
d1

−1∑
j=−d1

E∥y(j)∥2 + d1S
d1

t−1∑
j=0

Sj+1E∥y(j)∥2.

将上式代入 (A.3) 即得

St+1EV (t+ 1) 6 C1(S) + C2(S)(1− S−1)

t∑
s=0

Ss+1E∥y(s)∥2 +
t∑

s=0

Ss+1EyT(s)P2(S)y(s), (A.4)

其中 C1(S) = C0(S)+ 3d21∥A1∥2∥P∥Sd1
∑−1
j=−d1 E∥y(j)∥

2, C2(S) = 2∥P∥+3d21∥A1∥2∥P∥Sd1 . 根据定理
中 ΠP 的定义, 易知

P2(S) = ΠP + (Sd2 − 1)DP 6 −λmin(−ΠP )Im + (Sd2 − 1)∥DP ∥Im,
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这里假定方程 (2.6) 是 m 维的. 令 H(S) = C2(S)(1− S−1)− λmin(−ΠP ) + (Sd2 − 1)∥DP ∥, 则由 (A.4)

可知,

St+1EV (t+ 1) 6 C1(S) +H(S)

t∑
j=0

Sj+1E∥y(j)∥2. (A.5)

由条件 (2.8),容易看出 H(1) < 0,并且对 S > 1, C2(S)(1−S−1) > 0,从而, H(S) > −λmin(−ΠP )+(Sd2

− 1)∥DP ∥,且当 S > S0 := (λmin(−ΠP )+∥DP ∥
∥DP ∥ )

1
d2 时, H(S) > 0. 易知H(S)的导数H ′(S) > 0,即H(S)是

递增的. 因此, 由 H(S) 的连续性知, 必然存在唯一的 S̄ ∈ (1, S0) 使得 H(S̄) = 0, 而对任意 S∗ ∈ (1, S̄)

都有 H(S∗) < 0. 在不等式 (A.5) 中取 S = S∗ 立即得

S∗t+1EV (t+ 1) 6 C1(S
∗) +H(S∗)

t∑
s=0

S∗s+1E∥y(s)∥2,

这意味着

−H(S∗)
∞∑
s=0

S∗s+1E∥y(s)∥2 6 C1(S
∗). (A.6)

选取 γ > 0 使得 S∗ = eγ . 从而由 (A.6) 知, 存在常数 C3 > 0 使得

eγtE∥y(t)∥2 6 C3.

再根据离散时间随机系统矩指数稳定与几乎必然稳定之间的关系 (参见文献 [35]), 可得

lim sup
t→∞

1

t
log ∥y(t)∥ < −γ

2
, a.s.
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Abstract This work is concerned with stochastic consensus conditions of discrete-time multi-agent systems

with time-delays and multiplicative measurement noises. By the algebraic graph theory and the matrix theory,

the stochastic consensus problem is converted into the stochastic stability problem of discrete-time stochastic

delayed systems driven by multiplicative noises. Then by establishing the stochastic stability criteria for discrete-

time stochastic delayed systems, the stochastic consensus conditions are deduced. For the case with first-order

dynamics, the sufficient conditions for the mean square and the almost sure strong consensus are deduced under

balanced digraphs. For the case with second-order dynamics, the consensus analysis is given under undirected

graphs, and it is proved that for any given bounded time-delay and noise intensity, the stochastic weak consensus

for the position and stochastic strong consensus for the velocity can be achieved by carefully choosing the control

gains. These consensus results are further extended to the leader-following case.
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